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SOMMAR IO
L’ ambito di studio della presente tesi è la teoria classica del campo
elettromagnetico libero nella sua formulazione covariante. L’intera
fisica delle onde elettromagnetiche in assenza di sorgenti è racchiusa
nella nota Lagrangiana di campo libero : L = −14F
µνFµν . Il teore-
ma di Noether per una generica teoria di campo afferma che ad ogni
simmetria continua ad un parametro dell’azione è associata una qua-
dricorrente conservata. Ad esempio la conservazione del quadrim-
pulso e del momento angolare discendono dall’invarianza del campo
elettromagnetico per l’azione del gruppo di Poincarè. Il campo elet-
tromagnetico libero presenta diverse altre simmetrie con conseguenti
correnti conservate. La tesi si occcupa di una particolare legge di
conservazione scoperta nel 1964 da Daniel M. Lipkin [1]. L’esisten-
za di un tensore di rango 3 simmetico a quadridivergenza nulla fa
supporre l’esistenza di una simmetria a dieci parametri del campo
elettromagnetico libero che generi queste 10 correnti, chiamate nel-
l’articolo orginale "Zilch". In un altro articolo del 2013 T.G. Philbin
[3] dimostra l’esistenza di una trasformazione del potenziale vetto-
re, simmetria dell’azione, la quale attraverso il teorema di Noether
genera la legge di conservazione per solo una delle componenti del
tensore di Lipkin. Lo scopo principale della tesi è stato quello di
trovare la generalizzazione covariante della trasformazione dell’ ar-
ticolo di Philbin, verificare l’invarianza dell’azione del campo libero
sotto l’azione di questa trasformazione e dedurre,tramite il teorema
di Noether, il tensore di rango 3 scoperto nell’articolo originale. La
seconda parte della tesi si occupa dell’interpretazione fisica di tale ca-
rica. In anni recenti la "Zilch"è stata usata come misura della chiralità
ottica, legata al fenomeno del dicroismo circolare della luce: luce po-
larizzata circolarmente che investe un materiale chirale presenta un’
asimmetria nell’assorbimento delle due componenti, destra e sinistra,
della radizione incidente. Definito un fattore di asimmetria g viene
infine mostrata l’esistenza di soluzioni chiamate "superichirali", ovve-
ro che presentano asimmetrie più elevate di quelle trovate per onde
piane monocromatiche polarizzate circolarmente.
iii

INTRODUZ IONE
La presente tesi riguarda la teoria classica del campo elettroma-
gnetico in formalismo covariante in assenza di sorgenti. In assen-
za di distribuzioni di carica le equazioni di Maxwell sono ∂µFµν =
0 εµνρσ∂
νFρσ = 0. Le soluzioni del campo eletttromangeti-
co sono onde non dispersive, infatti ponendosi in gauge di Lorenz
∂µA
µ = 0 le equazioni del moto assumono la forma Aµ = 0, ovvero
l’equazione di d’Alambert per i quadripotenziali. Di fondamentale
importanza sono le leggi di conservazione. Per una teoria relativisti-
ca tali leggi sono espresse come quadridivergenza nulla di un qual-
che tensore. Ad esempio la conservazione del quadrimpulso viene
espressa come ∂µTµν = 0, dove Tµν è il tensore energia-impulso.
Prendendo una componente, ad esempio ν = 0, si ottiene l’equazione
∂0T
00 = −∂iT
i0, la quale, integrata nei due membri su di un volume
chiuso e limitato e usando il teorema di Gauss, data la presenza di
una divergenza spaziale, fornisce in modo ovvio la conservazione lo-
cale della quantità, in questo caso, l’energia.
Nella tesi consideriamo e analizziamo la conservazione di correnti
non standard dell’elettromagnetismo libero. In particolare facciamo
riferimento ad una legge di conservazione, scoperta da D.M. Lipkin
in un articolo del 1964 [1], di uno pseudotensore Zµνρ simmetrico nei
primi due indici, il quale derivato nella sua componente ρ si annulla.
Si dimostra che queste 10 correnti non hanno alcuna connessione con
le famose conservazioni del quadrimpulso e del quadrimomento an-
golare; la dimostrazione della conservazione di queste nuove corren-
ti, chiamate nell’articolo originale ”Zilch”, è riportata nell’appendice.
Sempre nell’appendice viene riportata la dimostrazione, presente nel-
l’articolo [2] di T.W.B. Kibble, di come il tensore della ”Zilch” può
essere riscritto in una forma particolare, più semplice e per la quale
risultano più immediate alcune particolarità, come ad esempio l’an-
nullarsi della sua traccia per quanto riguarda i primi due indici.
A seguito della pubblicazione di Lipkin sono state fatte numerose
ricerche sulla”Zilch”, in particolare diverse pubblicazioni (ad esem-
pio [5]) hanno cercato possibili relazioni con il teorema di Noether.
Questo importante teorema afferma che ad ogni simmetria continua
ad un parametro dell’azione è associata una legge di conservazione.
Quindi, come l’invarianza di Poincarè dell’ elettromagnetismo classi-
co genera, attraverso tale teorema, la conservazione del quadrimpulso
e del quadrimomento angolare, così è naturale supporre l’esistenza di
un qualche gruppo a 10 parametri che generi la conservazione della
Zilch. Nell’articolo [3] T.G.Philbin deduce tramite il teorema di Noe-
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ther la prima componente della ”Zilch”, trovando una simmetria del
campo libero per una ben determinata trasformazione dei potenziali
φ e ~A. L’approccio usato in quest’ultimo articolo è non covariante.
L’obbiettivo principale della tesi è stato cercare una generalizzazione
covariante della simmetria di Philbin, in modo che l’intero tensore di
Lipkin potesse essere dedotto in modo naturale, tramite il teorema
di Noether, da una trasformazione del quadripotenziale δAµ. Dopo
aver dimostrato che la trasformazione proposta è effettivamente una
simmetria e dopo aver calcolato la corrente associata, apparentemen-
te diversa da quella trovata da Lipkin, abbiamo dimostrato l’equiva-
lenza con il tensore dell’articolo originale. Tale equivalenza è stata
trovata sommando al tensore dedotto dal teorema di Noether un al-
tro tensore, che è costruito in modo tale da avere quadridivergenza
nulla e che non contribuisce alla carica trasportata, analogamente al-
la procedura per la simmetrizzazione del tensore energia-impulso in
elettromagnetismo classico [6]. Il fatto che esista una nuova legge di
conservazione non è così sorprendente, dato che stiamo consideran-
do la teoria del campo non interagente. Anche nell’articolo [5] viene
dedotta la ”Zilch” tramite il teorema di Noether, ma in modo diverso
dal lavoro di questa tesi, usando una procedura particolare ponen-
dosi on-shell fin dall’inizio, introducendo un nuovo quadripotenziale
Cµ sull’identità di Bianchi. Sempre in questo articolo Cameron mo-
stra l’esistenza di una generalizzazione di questa simmetria, quindi
una serie infinita di quantità conservate.
L’ultima parte si focalizza sull’interpretazione fisica dela quantità tro-
vata. Già Lipkin aveva mostrato come la componente Z000, chiamata
”chiralità ottica”, venga trasportata da onde piane monocromatiche
polarizzate circolarmente (CPL), mentre per polarizzazioni lineari la
chiralità è nulla. Dopo aver mostrato che le onde piane polarizzate
circolarmente sono proprio gli autostati del generatore infinitesimo
della simmetria, abbiamo mostrato, facendo riferimento all’articolo
[4], che la chiralità ottica ha un ruolo fondamentale nello studio del
fenomeno del Dicroismo Circolare. Luce polarizzata che investe un
materiale chirale presenta assorbimento diverso da parte delle mo-
lecole chirali a seconda che la luce impiegata sia polarizzata in un
verso o nell’altro. La chiralità ottica si mostra essere ciò che quanti-
fica il grado di asimmetria tra l’assorbimento di radiazione da parte
del mezzo chirale di un’onda elettromagnetica e della sua onda spe-
culare. La parte conclusiva mostra come le equazioni di Maxwell per-
mettano soluzioni che possiedono asimmetria chirale più grande di
quella trovata per le onde piane polarizzate circolararmente, soluzio-
ni chiamate superchirali. E’ stata quindi studiata un tipo di soluzione
stazionaria costruita da due CPL che si propagano in direzione op-
posta, aventi stessa frequenza, parità diversa e intensità leggermente
diversa. Tale onda stazionaria presenta ai nodi un’ alta asimmetria
chirale. Molecole localizzate in tali punti presentano quindi differen-
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ze nel grado di assorbimento ’destro’ e ’sinistro’ maggiori che in una
semplice CPL.

1 I L CAMPOELETTROMAGNET ICO L IBERO1.1 lagrangiana e simmetrie
Un’ onda elettromagnetica che non interagisce con la materia è so-
luzione delle equazioni di Maxwell in assenza di sorgenti, in notazio-
ne covariante abbiamo
∂µF
µν = 0 (1)
e l’identità di Bianchi
εµνρσ∂
νFρσ = 0. (2)
Quest’ultima equazione è equivalente all’introduzione del quadripo-
tenziale Aµ tale che soddisfi Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Il lemma di Poin-
carè infatti garantisce che se è soddisfatta la (2) e se lo spazio tempo
considerato soddisfa particolari condizioni topologiche (non restritti-
ve nel nostro caso), allora Fµν può sempre essere scritto in termini
del quadripotenziale Aµ.
L’azione del campo è
I =
∫
d4x
(
−
1
4
FµνFµν
)
. (3)
Dal calcolo variazionale sappiamo che minimizzare l’azione, δI = 0,
equivale ad imporre le equazioni del moto ∂µ ∂L∂(∂µAν) −
∂L
∂Aν
= 0,
ovvero la (1). Diciamo che l’azione è invariante sotto una generica
trasformazione del campo e delle coordinate spazio temporali, xµ
′
=
xµ + δxµ e Aµ
′
= Aµ + δAµ, se l’azione espressa nei nuovi campi e
nelle nuove coordinate è equivalente all’originale.
Il teorema di Noether stabilisce che ad ogni simmetria continua ad
n parametri dell’azione, se sono soddisfatte le equazioni di Eulero-
Lagrange, corrispondono n correnti conservate.
1.2 teorema di noether
Si ricorda qui il teorema di Noether nel caso speciale in cui la tra-
sformazione non lasci invariata solo l’azione, ma anche la Lagrangia-
na. Tale richiesta è meno generale e più restrittiva. Assumeremo
inoltre che la trasformazione considerata lasci inalterata la misura
d4x ′ = d4x. La simmetria studiata e spiegata nel capitolo 2 rientra in
questo caso, dato che si tratta di una simmetria interna, quindi che
non coinvolge trasformazioni dellle coordinate spazio-temporali.
δL = 0 (4)
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Quindi, esplicitando la variazione:
δL = δxµ∂µL+ δAν
∂L
∂Aν
+ ∂µδAν
∂L
∂(∂µAν)
= 0
∂µ(δx
µL) + δAν(
∂L
∂Aν
− ∂µ
∂L
∂(∂µAν)
) + ∂µ(δAν
∂L
∂(∂µAν)
) = 0
∂µ(δx
µL+ δAν
∂L
∂(∂µAν
) + δAν(
∂L
∂Aν
− ∂µ
∂L
∂(∂µAν)
) = 0. (5)
Se imponiamo che i campi Aν soddisfino le equazioni di Eulero-
Lagrange, il secondo termine tra parentesi deve annullarsi e abbiamo
perciò la conservazione della quadricorrente di Noether.
Jµ = δxµL+ δAν
∂L
∂(∂µAν)
(6)
tale che
∂µJ
µ = 0.
A questo punto mostriamo come non sia necessario richiedere che la
variazione della Lagrangiana sia nulla, ma richiedere che sia uguale
alla quadridivergenza di un qualche quadrivettore Xµ. Il fatto che
la Lagrangiana a seguito della trasformazione non rimanga invariata,
ma invariata a meno di una quadridivergenza, non fa cadere la vali-
dità del teorema.
Quindi ponendo
δL = ∂µX
µ
la (5) viene riscritta come
∂µ(δx
µL) + δAν(
∂L
∂Aν
− ∂µ
∂L
∂(∂µAν)
) + ∂µ(δAν
∂L
∂(∂µAν)
) = ∂µX
µ.
Quindi portando il termine ∂µXµ a primo membro e imponendo
le equazioni di Eulero-Lagrange otteniamo la conservazione della
corrente:
Jµ = δxµL+ δAν
∂L
∂(∂µAν
−Xµ (7)
.
Elenchiamo ora le più importanti simmetrie della teoria libera del-
l’elettromagnetismo.
La simmetria fondamentale è quella per il gruppo di Poincarè, la
trasformazione infinitesima è:
δ¯Ar = A
′
r(x
′) −Ar(x) =
1
2
ωαβΣ
αβ s
r As δx
µ = aµ +ωµνx
ν
dove la matrice antisimmetricaωαβ e il quadrivettore aµ rappresenta-
no i 10 parametri infinitesimi della trasformazione e Σαβ sr = δαr ηβs−
δ
β
r η
αs. Sostituendo le trasformazioni nell’espressione della corrente
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di Noether otteniamo la conservazione del tensore energia-impulso
canonico:
Tµν =
∂L
∂(∂µAr)
∂νAr − η
µνL
e del tensore densità di momento angolare canonico:
Mµαβ = xαTµβ − xβTµα +
∂L
∂(∂µAr)
Σαβ sr As.
Un’altra simmetria particolare del campo libero è la trasformazione
di scala, ovvero:
x ′µ(x ′) = λxµ Aµ = λ−1Aµ(x)
dove il parametro infinitesimo è λ e la corrente conservata è:
jµ = Tµνxν +Aν∂
µAν.
Oltre alle simmetrie considerate ne esiste un’altra, a 4 parametri, chia-
mata simmetria conforme speciale, la quale, assieme alle dilatazioni
e alle trasformazioni del gruppo di Poincarè, forma un gruppo a 15
parametri chiamato gruppo conforme.

2 Z I LCH
2.1 conservazione della zilch
Nell’articolo [1] D. M. Lipkin dimostra l’esistenza di un tensore
Zµνρ simmetrico negli indici µ e ν per il quale vale la legge di con-
servazione ∂ρZµνρ = 0 .
Zµνρ =
1
4
F ρσ ∂
µFαβε
νασβ +
1
4
F ρσ ∂
νFαβε
µασβ
+
1
4
Fαβ∂
µF νσ ε
ρσαβ +
1
4
Fαβ∂
νF µσ ε
ρσαβ
−
1
2
Fµβ∂σFαβε
νρσα −
1
2
Fνβ∂σFαβε
µρσα
−
1
2
F βα ∂σF
µ
βε
νρσα −
1
2
F βα ∂σF
ν
βε
µρσα. (8)
La dimostrazione della conservazione della corrente è riportata nel-
l’appendice. Nonostante tale conservazione discenda direttamente
dalle equazioni di Maxwell, Lipkin [1] non fornisce nessuna spie-
gazione in merito all’origine di questa legge. Inoltre si astiene dal
fornire una interpretazione fisica della carica conservata e si limita
a notare come la componente Z000 venga trasportata da onde piane
monocromatiche polarizzate circolarmente, mentre per polarizzazio-
ni lineari la carica risulta nulla.
Usando le equazioni di Maxwell e dalle definizioni:
F00 = 0 Fi0 = Ei Fij = −εijkBk (9)
la componente 000 del tensore vale:
Z000 = E · (O× E) +B · (O×B). (10)
Questa quantità, chiamata chiralità ottica, verrà spiegata nel capitolo
3. Facciamo notare come le 10 quantità Zij =
∫
Zij0dxdydz abbiano
le dimensioni di una forza, o alternativamente quelle di un’ energia
per secondo.
2.2 simmetria
T.G. Philbin [3] nel suo articolo mostra come la trasformazione
δ~A = η5×∂t~A δφ = 0, (11)
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simmetria della Lagrangiana di campo libero, generi attraverso il teo-
rema di Noether la prima componente della Zilch. η rappresenta il pa-
rametro infinitesimo della trasformazione. Notiamo che la trasforma-
zione è una simmetria interna poichè non abbiamo variazione nelle
coordinate spazio-temporali. Dato che la trasformazione non è espres-
sa in forma covariante, il primo obbiettivo di questa tesi è stato cerca-
re una sua generalizzazione di carattere tensoriale. Consideriamo la
trasformazione del campo:
δAα = ω
µν∂µGνα (12)
dove Gνα = 12εναρσF
ρσ e ωµν è la matrice dei parametri infinitesimi.
Poichè le correnti della Zilch sono 10 ci si potrebbe aspettare che tale
matriceω sia simmetrica. Non facciamo tale ipotesi e mostreremo più
avanti una spiegazione del perchè il tensore di Lipkin è simmetrico.
Mostreremo infatti come la (12) è una simmetria anche se ωµν non è
simmetrica.
Ponendo ω00 = −η in (12) si ottiene
δAα = −
η
2
∂0ε
0αρσFρσ
e dunque se α = 0, dato che il tensore di Levi-Civita si annulla per
antisimmetria, abbiamo δA0 = δφ = 0 e se α = k allora, dato che
(5×A)k = εklm∂lAm, otteniamo (δA)k = η(5× ∂tA)k, in accordo
con la (11).
Dimostriamo ora che la (12) è una simmetria dell’azione elettroma-
gnetica nel vuoto. Precisamente vogliamo mostrare che δL si può scri-
vere come una quadridivergenza di un genrico quadrivettore: δL =
∂µX
µ.
La variazione del tensore elettromagnetico è:
δFαβ = ∂αδAβ − ∂βδAα = ω
µν(∂α∂µGνβ − ∂β∂µGνα).
Prendendo la variazione della Lagrangiana e inserendo l’ultima espres-
sione:
δL = −
1
4
δ(FαβFαβ) = −
1
2
δ(Fαβ)F
αβ = −
1
2
Fαβ(ωµν∂α∂µGνβ−ω
µν∂β∂µGνα).
Dal fatto che Gαβ = −Gβα e sruttando le due identità
Gµν =
1
2
εµνρσFρσ Fµν = −
1
2
εµνρσG
ρσ
segue
δL = −ωµνFαβ∂α∂µGνβ =
1
4
ωµνεαβγλενβρσGγλ∂α∂µF
ρσ
= −
1
2
ωµν(δανδ
γ
ρδ
λ
σ + δ
α
ρδ
γ
σδ
λ
nu + δ
α
σδ
γ
νδ
λ
ρ)Gγλ∂µ∂αF
ρσ
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= −
1
2
ωµνGγλ∂ν∂µF
γλ︸ ︷︷ ︸
(A)
−ωµνGγν∂λ∂µF
λγ︸ ︷︷ ︸
(B)
. (13)
Consideriamo ora il secondo termine della (13):
(B) = −ωµνGγν∂λ∂µF
λγ = −ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ) +ωµν∂µGγν∂λF
λγ
= −ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ) +ωµν∂λ(∂µGγνF
λγ) −ωµν∂λ∂µGγνF
λγ
= −ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ)+ωµν∂λ(∂µGγνF
λγ)+
1
4
ωµνεγναβε
λγρσ∂λ∂µF
αβGρσ
= −ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ) +ωµν∂λ(∂µGγνF
λγ)
+
1
2
ωµν(δλνδ
ρ
αδ
σ
β + δ
λ
αδ
ρ
βδ
σ
ν + δ
λ
βδ
ρ
νδ
σ
α)∂λ∂µF
αβGρσ
= −ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ) +ωµν∂λ(∂µGγνF
λγ)
+
1
2
ωµν∂ν∂µF
γλGγλ +ω
µν∂λ∂µF
λγGγν︸ ︷︷ ︸
−(B)
.
Quindi in definitiva abbiamo:
(B) = −
1
2
ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ)+
1
2
ωµν∂λ(∂µGγνF
λγ)+
1
4
ωµν∂ν∂µF
γλGγλ.
Sostituendo l’ultima espressione nella (13) otteniamo:
δL = −
1
2
ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ)+
1
2
ωµν∂λ(∂µGγνF
λγ)−
1
4
ωµν∂ν∂µF
γλGγλ.
Usando l’identità di Bianchi ∂µFγλ = −∂λF
γ
µ − ∂
γFλµ nell’ultimo
termine:
δL = −
1
2
ωµν∂µ(Gγν∂λF
λγ) +
1
2
ωµν∂λ(∂µGγνF
λγ)
+
1
4
ωµν∂ν∂
λF γµ Gγλ +
1
4
ωµν∂ν∂
γFλµGγλ.
Usando ancora l’identità di Bianchi ∂µGµν = 0 possiamo riscrivere i
primi due termini come una quadridivergenza, mentre gli ultimi due
termini si eliminano per l’antisimmetria di Gµν.
δL =
1
2
∂γ(ωµνGγλ∂νF
λ
µ)+
1
2
∂γ(ωµν∂µGλνF
λ
γ )−
1
2
∂γ(ωγνG
ν
λ ∂ρF
ρλ).
Segue quindi che la variazione della Lagrangiana può essere eguaglia-
ta alla quadridivergenza di un quadrivettore Xµ, quadrivettore che
contribuirà alla quadricorrente che cerchiamo ; riprendiamo il teore-
ma di Noether (eq. 5), ricordando che per questa simmetria δxµ = 0,
abbiamo quindi:
δL− ∂µX
µ = δAν(
∂L
∂Aν
− ∂µ
∂L
∂(∂µAν)
) + ∂µ(δAν
∂L
∂(∂µAν)
−Xµ) = 0.
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Imponendo le equazioni del moto, riprendendo l’espressione della
quadricorrente di Noether (eq. 6), otteniamo la conservazione della
quadricorrente associata alla simmetria:
Zµνγ = Fγλ∂µG νλ −G
γλ∂νF
µ
λ (14)
∂γZ
µνγ = ∂γ(F
γλ∂µG νλ −G
γλ∂νF
µ
λ ) = 0. (15)
IL tensore di equazione (14) a prima vista sembra non assomigliare
al tensore di Lipkin, infatti contiene solo due termini degli 8 presenti
nella (8). Inoltre per dimostrare che la trasformazione proposta è ef-
fettivamente una simmetria del campo elettromagnetico non è stato
necessario richiedere la simmetria della matrice dei parametri infinite-
simi ωµν, e la quadricorrente non sembra affatto simmetrica rispetto
a questi due indici.
2.2.1 Verifica esplicita della conservazione della quadricorrente
Nonostante sia garantito dal teorema di Noether verifichiamo, per
consistenza, che la quadricorrente trovata è conservata se sono soddi-
sfatte le equazioni di Eulero-Lagrange e l’identità di Bianchi
(∂µFµν = 0 e ∂µGµν = 0):
∂γ(Fγλ∂µG
λ
ν −Gγλ∂νF
λ
µ) = Fγλ∂µ∂
γGλν −Gγλ∂
γ∂νF
λ
µ.
Usando le identità ∂µFγλ = −∂λF
γ
µ − ∂
γFλµ e ∂µGγλ = −∂λG
γ
µ −
∂γGλµ, dove la seconda è valida on-shell, l’espressione precedente si
può riscrivere come
−Fγλ∂µ∂
λG γν − Fγλ∂µ∂νG
γλ +Gγλ∂ν∂
λF γµ +Gγλ∂ν∂µF
γλ
= −Fγλ∂µ∂
λG γν +Gγλ∂ν∂
λF γµ .
Rinominando gli indici e sfruttando di nuovo le proprietà di antisim-
metria e le equazioni del moto conlcudiamo che:
∂γZ
µνγ = −∂γ(Fγλ∂µG
λ
ν −Gγλ∂νF
λ
µ) = −∂γZ
µνγ.
Questo prova la conservazione della quadricorrente.
2.2.2 Dimostrazione dell’equivalenza tra il tensore trovato e quellodi Lipkin
Per dimostrare l’equivalenza tra il tensore trovato tramite il teore-
ma di Noether e il tensore di Lipkin [1] abbiamo aggiunto al tensore
Zµνγ, definito in (14) e per il quale vale la legge di conservazione
∂γZ
µνγ = 0, un termine, il quale si dimostra essere ininfluente, poi-
chè l’equazione di continuità resta valida e le cariche trasportate ri-
mangono le stesse.
E’ quindi possibile ridefinire un altro tensore [6]:
Z˜µνγ = Zµνγ + ∂ρφ
ργµν,
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dove φργµν è un arbitrario tensore antisimmetrico rispetto ai pri-
mi due indici φργµν = −φγρµν. Questo nuovo tensore gode delle
seguenti due proprietà:
1) ∂γZ˜µνγ = 0
quindi ridefinendo così il tensore, vale ancora la sua conservazione
2) Z˜µν =
∫
Zµν0d3x = Zµν,
dunque le cariche trasportate da Z˜µνγ sono le stesse di Zµνγ. Di-
mostriamo ora che con la scelta di un opportuno tensore φγλνµ, an-
tisimmetrico rispetto ai primi due indici, il tensore (14) può essere
simmetrizzato. Quindi la simmetria (12) da noi trovata è una sim-
metria anche senza imporre particolari restrizioni sulla matrice dei
parametri ωµν, in questa sezione viene mostrato come la parte anti-
simmetrica di questa matrice non contribuisca alla corrente.
Ridefiniamo quindi:
Z˜µνγ = Fγλ∂µG νλ −G
γλ∂νF
µ
λ +
1
2
∂λ(F
γλGνµ +GγλFνµ)︸ ︷︷ ︸
φ
, (16)
usando le equazioni del moto:
Z˜µνγ = Zµνγ +
1
2
Fγλ∂λG
νµ +
1
2
Gγλ∂λF
νµ
e aggiungendo 4 termini, la somma dei quali è identicamente nulla
Z˜µνγ = Zµνγ +
1
2
(Fγλ∂λG
νµ +Gγλ∂λF
νµ︸ ︷︷ ︸
+Fγλ∂νGµλ + F
γλ∂νG
µ
λ +G
γλ∂νF
µ
λ︸ ︷︷ ︸+Gγλ∂νF µλ ).
Utilizzando ora l’identità di Bianchi tra i termini sottolineati ottenia-
mo:
Z˜µνγ = Zµνγ −
1
2
(Fγλ∂µG νλ +G
γλ∂µF νλ − F
γλ∂νG
µ
λ −G
γλ∂νF
µ
λ )
Z˜µνγ = Zγµν −Zγ[µν] = Zγ(µν).
Notiamo quindi che tramite questa procedura il tensore definito in
(16) riproduce (a meno di un segno arbitrario) i primi 4 termini degli
8 presenti nel tensore di Lipkin (8).
Sommiamo a quanto trovato fino ad ora un ultimo termine, chiara-
mente antisimmetrico rispetto a scambio di γ e λ
∂λ(
1
2
FµρFσρε
νγλσ +
1
2
FνρFσρε
µγλσ).
Modificando in questo modo il tensore ottenuto dal teorema di Noe-
ther abbiamo ritrovato, a meno di un segno, il tensore di Lipkin
(8).
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2.2.3 Lagrangiana massiva
Mostriamo ora che la simmetria trovata, sotto particolare condi-
zioni, è simmetria anche per la Lagrangiana che descrive un campo
vettoriale libero massivo:
L = −
1
4
FµνFµν +
1
2
m2AµAµ (17)
Come visto per il campo elettromagnetico, prendiamo la variazione
di L e dimostratriamo che tale variazione è uguale alla quadridiver-
genza.
δL = δ(−
1
4
FµνFµν) +
1
2
δ(m2AµAµ)
Dato che il primo termine è stato analizzato focalizziamo l’attenzione
sul secondo e sotituendo la trasformazione definita in (12) otteniamo:
δ(
1
2
m2AµAµ) = m
2ωµν∂µGjαA
α =
1
2
m2ωµνεναλγ∂µF
λγAα.
Applicando l’identità di Bianchi ∂µFλγ = −∂λFγµ − ∂γFµλ
δ(
1
2
m2AµAµ) = −
1
2
m2ω νµ εναλγ∂
λFγµAα−
1
2
m2ω νµ εναλγ∂
γFµλAα.
= −m2ω νµ εναλγ∂
λFγµAα
usando la regole di derivazione del prodotto si trova quindi:
δ(
1
2
m2AµAµ) = ∂
λ(−m2ω νµ εναλγF
γµAα) +m2ω νµ εναλγF
γµ∂λAα
(18)
Dimostriamo ora che l’ultimo termine dell’equazione trovata sopra
è identicamente nullo, infatti sfruttando l’antisimmetria rispetto agli
indici λ α abbiamo:
m2ω νµ εναλγF
γµ∂λAα = m2ω νµ εναλγF
γµFλα = m2ω νµ F
γµGνγ.
Usando l’identità GνγFγµ = 14δ
ν
µG
λγFγλ e imponendo che la traccia
della matrice ω si annulli otteniamo infine
m2ω νµ εναλγF
γµ∂λAα =
1
4
m2ω νν F
γµGµγ = 0.
Abbiamo quindi dimostrato che:
δ(
1
2
m2AµAµ) = ∂
λ(−m2ω νµ εναλγF
γµAα). (19)
Applicando il teorema di Noether, facendo riferimento alle equazio-
ne (5) e alla corrente conservata nell’elettromagnetismo libero (14)
otteniamo il seguente tensore a quadridivergenza nulla:
Wµνγ = Fγλ∂µG νλ −G
γλ∂νF
µ
λ +m
2εναλγF µγ Aα. (20)
2.2 simmetria 15
2.2.4 Zilch di Kibble e generalizzazione
T.W.B Kibble [2] ha mostrato come la seguente espressione
Hµνρ = Gµλ∂ρF νλ − F
µλ∂ρG νλ (21)
sia equivalente alla definizione di Lipkin, dove Gµν = 12ε
µνρσFρσ.
Usando l’identità GνλFλµ = 14δ
ν
µG
kλFλk, della quale verrà data la di-
mostrazione nell’ultima parte dell’appendice, e abbassando un indice
si ottiene:
Hµνρ = G
µλ∂ρF
ν
λ +G
ν
λ∂ρF
λµ −
1
2
ηµνGkλ∂ρFλk
Dall’ultima espressione è evidente la simmetria nello scambio dei
primi due indici e che:
Hµµρ = 0 (22)
Dal fatto che la Zilch ha traccia nulla si deduce che delle 10 quantità
conservate solo 9 sono indipendenti. Facendo uso della simmetria
appena mostrata e abbassando due indici possiamo riscrivere la (21)
come:
Hµνρ = G
µλ
↔
∂ρFλν +Gνλ
↔
∂ρF
λµ (23)
dove N
↔
∂ρM =
1
2(N∂ρM − ∂ρNM). Scritta in questa forma è im-
mediata la conservazione della Zilch per un generico campo libero
massivo, ovvero un campo che soddisfa le equazioni:
Fµν = −m2Fµν (24)
Gµν = −m2Gµν (25)
Consideriamo solo il primo termine della (23) e dimostriamo che la
sua quadridivergenza è nulla. Si ha
∂ρHµνρ = ∂
ρ(Gµλ
↔
∂ρFλν) = ∂
ρ(−
1
2
∂ρG
µλFλν +
1
2
Gµλ∂ρFλν)
= −
1
2
∂ρG
µλ∂ρFλν +
1
2
∂ρGµλ∂ρFλν −
1
2
GµλFλν +
1
2
GµλFλν = 0
dove gli ultimi due termini si annullano applicando le (24) e (25) e ri-
petendo la dimostrazione scambiando gli indici liberi µ eν si dimostra
la conservazione della Zilch (23). Un generico campo libero ammette
infinite quantità conservate. Nel suo articolo Kibble dimostra qua-
li devono essere le condizioni affinchè una generica quadricorrente
venga conservata nella teoria libera, e dà una generalizzazione della
Zilch studiata in questa tesi.
Mostriamo ora brevemente questa generalizzazione:
consideriamo un generico campo reale φ che soddisfi l’equazione di
Klein-Gordon
(+m2)φ = 0. (26)
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Definiamo la quadricorrente:
Jρ = φ
αPραβ(i
→
∂ , i
←
∂ )φβ (27)
dove P(k,k ′) è polinomiale in k e k’ e cerchiamo per quali condizioni
su P la quadricorrente (27) è conservata. Dato che la (27) può sempre
essere sempre simmetrizzata e dato che le due variabili sono derivate
che agiscono a sinistra e a destra, abbiamo che:
Pρ(k,k ′) = Pρ(k ′,k). (28)
Derivando la (27) imponendo ∂ρJρ = 0 otteniamo
∂ρJρ = ∂
ρφαPραβ(k,k ′)φβ +φαPραβ(k,k ′)∂ρφβ = 0
quindi in notazione più compatta, dall’arbitrareità del campo φ si
trova che:
(kρ + k ′ρ)Pραβ = 0 (29)
Dall’equazione (26) sappiamo che k2 = k ′2 = m2. Una condizio-
ne sufficiente, quindi, affinchè (29) risulti verificata è che Pραβ sia
proporzionale a kρ − k ′ρ , ovvero
↔
∂ρ. Introducendo un cambio di
variabile:
p =
1
2
(k− k ′) q =
1
2
(k+ k ′)
Possiamo scrivere le (28) e (29) come:
Pρ(−p,q) = Pρ(p,q)
qρPρ(p,q) = 0
Per chiarire i concetti, mostriamo l’esempio di un campo scalare φ.
In tal caso P è un polinomio pari nella variabile p:
si possono quindi avere correnti conservate nella forma:
Jρµ = φ
↔
∂ρ
↔
∂µφ
Jρµνσ = φ
↔
∂ρ
↔
∂µ
↔
∂ν
↔
∂σφ
... (30)
Senza seguire il ragionamento generale di Kibble mostriamo diretta-
mente l’esistenza di una generalizzazione della (23) e ne dimostriamo
la conservazione. Consideriamo quindi una generica quadricorrente
del tipo:
Jµργ1γ2...γnν = G
µλ
↔
∂ρ
↔
∂γ1
↔
∂γ2 ...
↔
∂γnFλν (31)
ed esplicitando la derivata rispetto a ρ abbiamo
Jµργ1γ2...γnν = −
1
2
∂ρG
µλ
↔
∂γ1
↔
∂γ2 ...
↔
∂γnFλν+
1
2
Gµλ
↔
∂γ1
↔
∂γ2 ...
↔
∂γn∂ρFλν.
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Quindi, calcolando la quadridivergenza, dalle usuali regole di deriva-
zione e poi applicando le relazioni (24) e (25) otteniamo:
∂ρJµργ1γ2...γnν = −
1
2
Gµλ
↔
∂γ1
↔
∂γ2 ...
↔
∂γnFλν+
1
2
Gµλ
↔
∂γ1
↔
∂γ2 ...
↔
∂γnFλν
−
1
2
∂ρG
µλ
↔
∂γ1
↔
∂γ2 ...
↔
∂γn∂
ρFλν +
1
2
∂ρGµλ
↔
∂γ1
↔
∂γ2 ...
↔
∂γn∂ρFλν = 0.

3 CH IRAL I TÀ OTT ICA
3.1 applicazione alle onde piane
Focalizziamo l’attenzione sul significato fisico delle quantità deriva-
te nel capitolo 2. In particolare prendiamo in considerazione la prima
componente della Zilch, che verrà chiamata Chiralità Ottica.
La Chiralità Ottica ha la forma:
C = Z000 =
1
2
E · (O× E) + 1
2
B · (O×B). (32)
La chiralitá , a differenza delle altre quanitá conservate, é pari per
inversione temporale e dispari sotto inversione degli assi.
Figura 1: Paritá e inversione temporale. Proviene da Enhanced Enantio-
selectivity in Excitation of Chiral Molecules by Superchiral Light
with Yiqiao Tang and Adam E. Cohen
Consideriamo un’onda piana monocromatica che si propaga lungo
l’asse z.
Ex = E
0
xe
i(−ωt+kz) + c.c.
Ey = E
0
ye
i(−ωt+kz) + c.c (33)
Il campo magnetico è fissato univocamente dalla relazione
c
−→
B = zˆ×−→E . Per una tale soluzione del campo elettromagnetico, la
Chiralità Ottica mediata nel tempo vale
〈C〉 = 2iωE0xE0∗y − 2iωE0∗x E0y. (34)
Facciamo ora una considerazione importante. Considerando onde
polarizzate linearmente, per cui quindi E
0
x
E0y
è reale, la chiralità è nulla,
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mentre per onde polarizzate circolarmente, quindi con E0x = i± E0y,
vale:
C± = 2iω(±iE0xE0∗x ± iE0yE0∗y ) = ∓ωU,
dove U = 2((E0x)2 + (E0y)2) è la densità di energia dell’onda elettro-
magnetica.
La Chiralità Ottica, nulla per onde polarizzate linearmente, è pro-
porzionale quindi all’energia trasportata dall’onda e assume valori
opposti nel caso di onde polarizzate circolarmente in un senso e
nell’altro.
3.1.1 Autostati della Zilch
Un approccio alternativo per studiare il significato della Chiralità
(32) consiste nell’analizzare la simmetria ad essa associata. Questa
è la trasformazione (11) trovata da Philbin per la prima componente
della Zilch. Dato che questo è il generatore infinitesimo del gruppo
associato alla quantità conservata, i suoi autostati hanno autovalori
che rappresentano la quantità conservata trasportata dall’autostato.
Il generatore della simmetria della Chiralità Ottica è ∂t 5× agen-
te sul potenziale vettore ~A. Consideriamo quindi l’equazione agli
autovalori in trasformata di Fourier
5×A˜(r,ω) = χ
ω
A˜(r,ω) (35)
dove χ è l’autostato.
Poniamoci nella Gauge in cui φ = 0. I campi elettrici e magnetici
sono:
E˜(r,ω) = iωA˜(r,ω) 5×A˜(r,ω) = B˜(r,ω).
Prendendo il rotore a destra e sinistra della (35) e usando le relazioni
appena riportate otteniamo:
5×B˜(r,ω) = −i χ
2
ω3
E˜(r,ω). (36)
Confrontando la (36) con le equazioni di Mawell otteniamo che l’au-
tovalore χ deve soddisfare la seguente relazione:
χ = ±ω
2
c
(37)
e poichè dalla (35) segue immediatamente che B(r,ω) = −i χ
ω2
E˜(r,ω)
otteniamo infine che gli autostati sono dati da
B(r,ω) = ∓ i
c
E˜(r,ω). (38)
La (38) è proprio la relazione che devono soddisfare le onde piane
polarizzate circolarmente, e queste ultime sono proprio autostati di
autovalori dati dall’eq. (37). Notiamo che gli autovalori sono degene-
ri, dato che solo la frequenza e non la direzione dell’onda determina
l’autostato.
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3.2 legame tra chiralità ottica e dicroismocircolare
Un oggetto chirale è qualcosa di non sovrapponibile alla sua im-
magine speculare. Molte molecole in natura presentano questa carat-
teristica, come anche le stesse onde piane polarizzate circolarmente,
che chiameremo in brevità CPL. Molecole chirali presentano diverse
Figura 2: Molecola Chirale. Proviene da http://astrobiology.berkeley.
edu/Mars101/definitions.htm/.
sezioni d’urto a seconda se illuminate con luce polarizzata antioraria
o oraria. Questo fenomeno si chiama Dicrosimo Circolare (CD). Si
dimostra che la Chiralità Ottica (32) controlla il grado di asimmetria
chirale nell’eccitazione di una piccola molecola chirale.
Restringiamo la nostra analisi ad un materiale che presenta carattere
chirale isotropo. Un’ onda elettromagnetica monocromatica che inve-
ste una molecola chirale genera un momento di dipolo elettrico p˜ e
un momento di dipolo magnetico m˜ dati da:
p˜ = α˜E˜− iG˜B˜ (39)
m˜ = χ˜B˜+ iG˜E˜ (40)
Quantità che presentano la ∼ sono complesse. Chiaramente conside-
riamo dipoli complessi per generalità ma le quantità fisiche saranno
la parte reale. Queste due relazioni sono caratteristiche del materia-
le in questione. α˜ è la polarizzabilità elettrica, χ˜ è la suscettibilità
magnetica e G˜ è la polarizzabilità isotropica mista di dipolo elettro-
magnetico. Consideriamo ora campi elettromagnetici monocromati-
ci generici, tenendo conto che sotto una trasformazione di parità il
campo elettrico cambia segno, il campo magnetico no:
E˜(t) = ±E˜0e−iωt B˜(t) = B˜0e−iωt (41)
Definiamo la grandezza :
A± =< E · p˙+B · m˙ > (42)
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ovvero l’ eccitazione della molecola nell’unità di tempo della da parte
di una generica onda (41). Sostituiamo nella (42) le espressioni dei
momenti di dipolo elettrico e magnetico (39) e (40)
A± =
ω
2
(E˜2Im(α˜) + B˜2Im(χ˜)± ω
2i
Im(G˜)(E˜∗ · B˜− B˜∗ · E˜)). (43)
Calcoliamo ora la Chiralità (32), la quale, usando le equazioni di
Maxwell, diviene:
C = −
ε0
2
E · B˙+ ε0
2
B · E˙.
e usando le espressione dei campi (41) otteniamo:
C = −
ε0ω
2
Im(E˜∗ · B˜). (44)
Sostituendo l’ultima espressione trovata nella (43), ricordando che la
densità di energia,mediata in un periodo, associata al campo elettri-
co vale UE = ε04 E˜
2 e infine trascurando il termine relativo a χ (è
trascurabile per la maggior parte delle molecole) si trova che
A± =
2
ε0
(ωUEIm(α˜)∓CIm(G˜)).
A questo punto definiamo il fattore di asimmetria come
g = 2
A+ −A−
A+ +A−
(45)
e usando l’espressione di A± trovata precedentemente otteniamo:
g = −
Im(G˜)
Im(α˜)
2C
ωUE
. (46)
Questo fattore quantifica il grado di asimmetria che si crea nell’assor-
bimento di molecole chirali da parte di una generica onda monocro-
matica e la sua onda speculare. Tale fattore si è dimostrato dipendere
direttamente da Im(G˜), grandezza legata in modo diretto al carattere
chirale del materiale, e dalla chiralità della luce.
Per un’onda piana la chiralità vale, usando le convenzioni usate in
questo capitolo, C = ±2UEωc , dove c è la velocità della luce e il se-
gno positivo è per onde polarizzate sinistre. Si trova che il fattore di
asimmetria in questo caso speciale vale
g = −
4Im(G˜)
Im(α˜)c
.
Mostriamo ora l’esistenza di soluzioni delle equazioni di Maxwell
che presentano asimmetria chirale più grande di quella trovata per le
onde piane monocromatiche,
∣∣∣ CUE ∣∣∣ > 2ωc . Una soluzione con questa
proprietà viene detta superchirale.
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E’ possibile costruire un’onda stazionaria, formata da due CPL pro-
paganti in senso opposto lungo l’asse z, con stessa frequenza, pari-
tà opposta e ampiezza leggermente differente, che presenta ai nodi
asimmetrie chirali elevate.
Esprimiamo l’onda piana incidente come
~E = ~ξ1cos(ωt− kz) + ~ξ2sin(ωt− kz)
e dato che è polarizzata circolarmente abbiamo che ξ1 · ξ2 = 0 e∣∣∣ ~ξ1∣∣∣ = ∣∣∣ ~ξ2∣∣∣ = E. Chiamiamo E1 l’ampiezza del campo elettrico della
prima onda ed E2 l’ampiezza dell’altra. La densità di energia media
vale:
UE =
ε0
2
(E21 + E
2
2 − 2cos(2kz)) (47)
mentre la chiralità in questo caso non presenta alcuna dipendenza
dalla coordinata z:
C =
ωε0
c
(E21 − E
2
2). (48)
Dato che crechiamo soluzioni per le quali
∣∣∣ CUE ∣∣∣ > 2ωc , nei punti di
minima energia abbiamo la massima asimmetria chirale, ovvero ai
nodi. In questi punti l’energia vale UE = ε02 (E1 − E2)
2 Il fattore di
asimmetria in questi punti vale:
gmax = −
4Im(G˜)
Im(α˜)c
E1 + E2
E1 − E2
(49)
Figura 3: Asimmetria chirale per l’onda stazionaria. Proviene da ”Optical
Chirality and Its Interaction with Matter Yiqiao Tang and Adam
E. Cohen”
Questa configurazione è piuttosto semplice da realizzare. Se utiliz-
ziamo come specchio un materiale riflettente imperfetto, facendo inci-
dere su di esso una CPL polarizzata, l’onda riflessa è proprio un’altra
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CPL con parità inversa, stessa frequenza e intensità leggermente infe-
riore. Le molecole, per misurare gli effetti superchirali, devono essere
localizzate in uno strato molto sottile . Ad esempio per E2 = 0.98E1 e
λ = 355nm abbiamo che le regioni dove ggCPL > 1 hanno uno spesso-
re di 11nm. Misurare sperimentalmente l’assorbimento in campioni
così fini non è realistico. Si preferisce infatti utilizzare la fluorescenza
come misura molto più sensibile del rating di eccitazione.
Abbiamo quindi mostrato che la corrente da noi considerata in questa
tesi ammette un’interpretazione fisica rilevante, sebbene essa sia solo
una delle infinite quantità conservate ammesse nell’elettromagneti-
smo libero. La quantità conservata nel tempo è la chiralità ottica, ed
è stato dimostrato come questa grandezza giochi un ruolo fondamen-
tale nel valutare l’asimmetria di assorbimento che si crea se si con-
siderano materiali e radiazione chirali nel fenomeno del dicroismo
circolare.
A APPEND ICE
a.1 dimostrazione della conservazione del-la zilch
∂ρZ
µνρ = ∂ρ(
1
4
F ρσ ∂
µFαβε
νασβ +
1
4
F ρσ ∂
νFαβε
µασβ
+
1
4
Fαβ∂
µF νσ ε
ρσαβ +
1
4
Fαβ∂
νF µσ ε
ρσαβ
−
1
2
Fµβ∂σFαβε
νρσα −
1
2
Fνβ∂σFαβε
µρσα
−
1
2
F βα ∂σF
µ
βε
νρσα −
1
2
F βα ∂σF
ν
βε
µρσα)
Svolgendo la derivata del prodotto, usando le equazioni di Maxwell
e l’identità di Bianchi per i primi 4 termini, e negli ultimi 4 sfrut-
tando il fatto che coppie di indici simmetrici contratti con indici
antisimmetrici si annullano otteniamo:
=
1
4
F ρσ ∂ρ∂
µFαβε
νασβ +
1
4
F ρσ ∂
ν∂ρFαβε
µασβ
+
1
4
Fαβ∂ρ∂
µF νσ ε
ρσαβ +
1
4
Fαβ∂ρ∂
νF µσ ε
ρσαβ
−
1
2
∂ρF
µβ∂σFαβε
νρσα −
1
2
∂ρF
νβ∂σFαβε
µρσα
−
1
2
∂ρF
β
α ∂σF
µ
βε
νρσα −
1
2
∂ρF
β
α ∂σF
ν
βε
µρσα
Rinominando gli indici e sfruttando l’antisimmetria del tensore di
Levi-Civita abbiamo che il quinto termine è l’opposto del settimo, e
che il sesto è l’opposto dell’ottavo; rimangono quindi solo i primi
quattro termini. Abbiamo quindi:
4∂ρZ
µνρ = [gµσ(gργεναλβ + gνβεραλγ)
+ gνσ(gργεµαλβ + gµβεραλγ)]Fλγ∂σ∂ρFαβ (50)
Ora facciamo uso della seguente identità:
gργεναλβ − gρλεναγβ − gνρελγαβ + gβρελγαν + gαρελγνβ = 0
Questa identità segue subito dal fatto che il membro di sinistra è com-
pletamente antisimmetrico in tutti e 5 gli indici, e quindi deve annul-
larsi dato che siamo in 4 dimensioni. Contraendo l’ultima espressione
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con ∂ρFαβ, sfruttando le varie antisimmetrie e rinominando gli indici
otteniamo
(gργεναλβ−gρλεναγβ)∂ρFαβ = g
νβεραλγ∂βFρα−2ε
λγανgβρ∂ρFαβ
Utilizzando le equazioni di Maxwell, derivando entrambi i membri
per σ e contraendo a destra e a sinistra per Fλγ abbiamo
gργεναλβ∂σ∂ρFαβFλγ =
1
2
gνβεραλγFλγ∂σ∂βFρα
aggiungendo a destra e a sinistra il termine gνβεραλγFλγ∂β∂σFρα e
manipolando il termine di destra otteniamo infine
gργεναλβ∂σ∂ρFαβFλγ + g
νβεραλγFλγ∂β∂σFρα
=
1
2
gνβεραλγFλγ[∂ρFαβ + ∂αFβρ + ∂βFρα]
A questo punto la quantità tra parentesi quadre si annulla per l’identi-
tà di Bianchi e il termine di sinistra è quindi nullo e questa equazione
(assieme alla stessa equazione ma scambiando gli indici liberi µ e ν)
inserita nella (50) dà la conservazione della Zilch.
a.2 dimostrazione dell’equivalenza tra il ten-sore di kibble e quello di lipkin
Ricordiamo il tensore definito in [2] da Kibble, già menzionato nel
capitolo 2 (eq. 21) :
Hµνρ = Gµλ∂ρF νλ − F
µλ∂ρG νλ .
Ora mostriamo l’equivalenza tra il tensore definito sopra e il tensore
di Lipkin (8).
Dalla definizione del tensore di Kibble segue immediatamente che:
Hµνρ −Z
µ
ρν = G
µλ(∂ρFλν − ∂νFλρ) − F
µλ(∂ρGλν − ∂νGλρ),
utilizzando le equazioni di Maxwell nella loro forma ciclica, ovvero
∂ρGλν+∂λGνρ+∂νGρλ = 0 e ∂ρFλν+∂λFνρ+∂νFρλ = 0, otteniamo
Hµνρ −Z
µ
ρν = −G
µλ∂λFνρ + F
µλ∂λGνρ.
Usando ancora le equazioni di Maxwell e l’identità di Bianchi segue
che
Hµνρ −Z
µ
ρν = ∂λ(G
µλFνρ − F
µλGνρ).
Ora riscriviamo il membro di destra di quest’ultima equazione in
termini del tensore energia-impulso
Tµν = F
µλFνρ −
1
4
δµνF
γλFλγ
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Quindi, è possibile verificare che
GµλFνρ−FµλGνρ =
1
2
(+εγµνρTλγ−ε
γµνρTλγ−ε
γρλµTνγ+ε
γνλµTργ),
perciò
Hµνρ−Zµνρ = ∂λ[
1
2
(+εγµνρTλγ−ε
γµνρTλγ−ε
γρλµTνγ+ε
γνλµTργ)].
Simmetrizziamo ora i due membri di questa equazione negli indici
µ eν, sfruttando la simmetria Hµνρ = Hνµρ e risistemando i termini
otteniamo:
Hµνρ =
1
2
(Zρµν +Zρνµ) +
1
2
∂λ(ε
γλρµTνγ + ε
γλρνTµγ) (51)
Sostituendo il tensore H di Kibble (21) ed esplicitando il tensore
energia-impulso si trova che la (51) è proprio la definizione del tenso-
re di Lipkin (8).
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